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Chapitre 2 .

Suites desnombresréels
.

§2.1
. Examples des suites .

Raisonnement
par récurrence .

Déf Une suite de nombresréels est une applicationf://V-skdif.mepour
tout nombre naturel (pour tout nano c- IN)

Notation : (ain) - suite oui an -_flu); (an)nw={ ao,a, .az . . . } = fan
,

new} CR
ensemble ordlonné

Ex (1) An = h = {0, 1,2 . . . }

(2) an -- ¥,
= { 1,1-2

,
's
.
. . .

}

(3) an = C-1)
"

= { 1
,
-1,1

,

-1
.
. .
]

(4) Les Hombres de Fibonacci : fo= 1=1-1 ; fn-is-fnt-f.tl the IN
définie par recurrence{1.1.2.3

,
5,8

,
.
.

. } ±

(5) Suite arithmétique an -- a.ntf
,

a. 6 c-IR
,

a -1-0

(6) Suite giométrigue an = a. rn
. a. re IR : at-O.ir#O.r=- 1



Déf. Uwe suite est majorée (minora) sie exist un nombre M (m) reeé
"8-

to que an E M Hn c- 1N Can >
- m th c- IN)

→ ←
un minorantUh majorantOn dit

que
la suite est fornée si elle est majorée et minora .

Remarque . Déf 1×1 = ✗ ,
six >-0 V-xc.IR valuer absolve de ✗ c- IR

1×1 = - ✗
,

si ✗ <0

Can ) est bornée <⇒ 3- ×>0 tel
que

tant a- X tu c- IN

☒ • ' .cc#c*a******I,,-damcecasX--/A1--- A
A 0

"

B
3- A,B : AE an E B th c- IN ⇒ ✗=max(IAI

,
1131 )

①éf. Une suite Can ) est croissant (striatemeat croissant) sipour tout a c- IN
on a anti 7 An (anti > An )

Une suite Can ) est décroissank (strictement deiroissank) si pour
tout n c- IN

on a anti 4 An (anti 4 an )

Une suite est bite lstriclement) monotone si elle est

(strictement) croissant
on Cstrictement) dicroissank

.



-49-Ex (1) an = n strictement croissant
,

am
,
= net > n Hn c- IN

Elle n'est pas majora : IN n'est pas major'e Its > 07N -4N: n > S
.

Elle est minora
par

0
.

(2) an -

- ¥, strictement décroissank ane, = ¥22 ¥, -- an th c- IN

bornée : 0 < ¥ c- 1 the 1N

(3) an -

- tÑ
pas

monotone; bornée : -1 Ean c- 1 KNEW

(5) an -- a.ntb strictement croissant si a > O.sitrictementdicroissank.si
a < 0

.

Ane , - an = a Intl ) +b- (ah +b) = a

[Archimedes
; a > 0 ⇒ IS > 0 Fb c- IR 3-new : a. n > S - f <⇒ an -1-6 > S

.

⇒
par e'

Archimide Can ) n'estpas majora (mais elle est minored .

Si a < 0 ⇒ de maniére similar're lad n'est pas minora .

14 ) to -

-f-1=1 ; fun -

- fntitfn ⇒ croissant : fn-n-fn-ii-fnzIV-nc-INC.IN
(fn) n'est pas majorée : fritz - fun 21 then

fnti - fu 7 1
+

:

fir - fi 71
f puisque INn'esfpasmajoré ⇒
fntz z n -12

⇒ la suite (A) n'estpasmajorée .



Raisonnement
par

recurrence
. Soit Pln) une proposition dependant
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dinner tier naturel n
,
teh que (1) L'initial.su/-.on:PCno)estrraie

.

et

(2) L'Hirédité : Pour tout nano
,

Pln) inpligue Plntl ) .

Alers Pln ) est vraie
pour

tout n > no
.

Proposition Éofi = fn-iz-l-V-nc-IN.eu (fn ) est la suite de Fibonacci .
(1) Initialization : n --0 : f. ? fz -1 ; fo --1

, f-2=2 ⇒ Trai .

(2) Hérédilé : Supposons que Effi -- futz -1 pour n c- IN fixé .

Il nous faut démontrer que Effi fn-151h -11 "

fifn + fn-ii-fnytynfy-n-1-fn.is -1 Trai .snpposihmderéarrena
→

⇒ Par recurrence
,
on a FÉfi= f-nor -1 .

1¥

Remarque .

Généralisahon de la méfhode de recurrence : Soit Rn ) une proposition
qui dependde NHN.

(1) Plus
,
Plnotl) . .

. .

Plnotk)
, kfixé sont mails

} ⇒ palest vraie
(2) { Pln )

,
Pln -111

,
.

.
.
Pfntk)} ⇒ Plntktl) V-ns.hu

th ? no



-51-Démonsfrahon
lhéiedilé

.

par recurrence :

I

PkDini-÷g%i*I§É②⑥⑧É§÷→Il est important a demonher les deux parties
de l'argument :

contre - example 1 . Hypothise : Tout nombre naturel est eg.ae au nombre
naturel sui rant

.

Hérédité : Suppose one que Pch ) soit vraie : n=n -11

Akers en ajoutant 1 a' liégalité on obtient n+1=n+2 ⇒ Plntllesfvrai
.

Fante , on a oublié l' initialization
,
mais 0=11 (axiom de IR)

.

⇒ L' hypofhise n'a pas été demon tree
.

Ex
.
Trower la Somme de n premiers

hombres naturel impairs .

St =L
52=1+3%4%2 Hypo these Sn = 1+3-1

. . . . Rn - 1) = ni

53=1+3+5--9

Sy = 1+3+-5+7=16



-52 -Dém par récurrence : 6) Initial.su/nm:dejademontreepourn-- 1.2.34.
G) tlirédité : Supposom que Sn -- h ? Il faut en déduire que Sna =(n+Ñ
Snu = + Cut 1) = Sn + Ruel = n'+ Rn + 1) = (n -115 Trai

.

par supposition
⇒par recurrence , £12k - 1) = ri tu EIN? '

☒
K= 1

Centre - example 2 . Hypo these :
"

Tous les
crayons sont de la meine couleur

"
.

(dans n' import quel ensemble den > 1 crayons) .
"
Dém ? 4) Initialism hon :

Dans un ensemble d' un seed
crayon,

tous les crayons sont de la meine couleur.

⇒ P(1) est vraie
.
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(2) Hérédité : Pln ) ⇒ Pln +D.

On suppose que
tout ensemble de n

crayons
content seulement

des
crayons

de la mime couleur
.

Soit {G.ci . . . . Cue , } un ensemble arbitraire de Ch + 1) crayons .

Alors { c, .
. .
.cn } sont de la meine couleur

"PP"hm { cz
. . . cn+ , } sont de la meine couleur

⇒ Get Chu sont de
la meine couleur

que les autres .

⇒ { a .
.

. Cnif sont de la meine couleur
.

⇒ PHD vraie

{÷÷É .cm , } { a . . . Cnn }
Thakur☒ É de la meine couleur .

Couleur de c. = couleur de ce couleur de Cat ,
, ,

F
"

La facile : L'hérédilé Pln) → Pln -11) ne marche que pour
n > 2

P(1) ¥ > Plz ) Mais l
'initialization est verifies sentimentpour 1711 .

Les dominos : Ñ
•

"→ →→

linilialisahmtt lhérédilé
.
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.

Limits des suites
.

Déf On dit
que

la suite lxnlest convergente et admet pour limit
le nombre reil l EIR si pour

tout E> O il exist no c-IN Tel
que

pour tout n > no
,

on a lxn - et ⇐ E.

Notation : limxn =L
.

n→oo

Remarque : lxn - et EE <⇒ - E E ✗n - e a- E <⇒ C- EE Xn Elt E.

' l l l l l "☒***¥*l v1
✗° X , K X] Xo ⑨ e+{

✗7×5×4

tout les elements de la suite aprés ✗no

Quel
que

soit E > 0
,
si on consider linkrvalk [e- E

,
e+ E) autourdel

,

odors onpeut tourer no EIN teh
que

tous les Ternes de la suite (Xn ) aprés n -- no setrourent

dans cet intervale
.

Déf. Une suite
qui n'

est
pas convergent est dit divergent .
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Ex

. La suite Can )
,
an = ¥, est convergent, him ¥, = 0 .

n→ 00

Dém : Soit E > 0
.

Il nous faut démontrer l'existence de no c- IN

(qui peut dépendre de E)tel
que

th > no
,
Ian -01 ⇐ E

Done 1¥ -01 ⇐ E ⇐> ¥ E E ⇐> n -117 d- ⇐> nz ¥-1
To
-
> 0

puisque IN n'est
pas major ⇒ 3-no c- IN : no > te -1
et th > no ⇒ n z t - 1 - Trai

⇒
par
la dit de la limit

,
him # = 0

.

h→ so

Une autre facson de démontrer l'existence de no : letrouverexplicitement
On peut tourer run example de no explicikment : no = (E) ⇒ no+1=11,1+1 > 1g

→

partie entire
⇒ Si n >

, no ⇒ n -117 no -11 > te ⇐> ¥,
< E th > no

⇒ On a trave un no = (E) c- IN tel que V-ns.no

1¥ , -01 ⇒ ¥ 1¥ < E
"

Ian - et < q ⇒ par
la definition de la limit,
f;z¥=0 F


